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Resumen
En este trabajo se presentan un conjunto de herra-
mientas interactivas especialmente disen˜adas para
el aprendizaje y la docencia de la respuesta fre-
cuencial de los sistemas de tiempo discreto. A dife-
rencia de muchos trabajos previos en este trabajo
se caracteriza la respuesta frecuencial de tiempo
discreto directamente y no utilizando la transfor-
macio´n bilineal.
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1. INTRODUCCIO´N
La u´ltima de´cada ha conllevado una revolucio´n
en los me´todos utilizados para la docencia y el
aprendizaje de la teor´ıa del control automa´tico
[1]. Este proceso de revisio´n ha introducido las
tecnolog´ıas de la informacio´n (TIC) en el proce-
so de aprendizaje. Los resultados ma´s significativo
son la proliferacio´n de numerosos laboratorios vir-
tuales/remotos y aplicaciones gra´ficas interactivas
que explotan la interactividad y la visualizacio´n
geome´trica [2, 3, 4, 5, 6]. Estas herramientas son
de gran importancia durante las clases magistra-
les, como apoyo a la explicacio´n presentada por
el profesor, y tambie´n como herramienta de auto-
aprendizaje para los estudiantes a distancia. En
este contexto una de las principales contribucio-
nes de los u´ltimos an˜os ha sido el texto Control
automa´tico con herramientas interactivas [7], que
ofrece un curso introductorio a la teor´ıa cla´sica de
control en tiempo continuo totalmente basado en
el uso de herramientas interactivas.
El control cla´sico presenta un gran nu´mero de in-
terpretaciones geome´tricas y procedimientos gra´fi-
cos cuyo uso se esta´ reforzando con la introduccio´n
de los computadores en los procesos de ana´lisis
y disen˜o de controladores. Adema´s, la teor´ıa de
control, y en particular los procedimientos cla´si-
cos de disen˜o, contienen numerosas aproximacio-
nes e hipo´tesis que simplifican los controladores y
los procedimientos de disen˜o. La introduccio´n de
estos conceptos puede ser dif´ıcil desde un punto
de vista anal´ıtico. La representacio´n gra´fica y la
interactividad pueden ser tambie´n de gran ayuda
en estos casos.
Estas caracter´ısticas han conllevado al desarrollo
de diferentes herramientas relacionadas con dife-
rentes tema´ticas [2]. Entre otras caben destacar
herramientas relacionadas con el lugar geome´trico
de las ra´ıces [8, 9], la respuesta frecuencial [10],
el control predictivo [11], el principio del mode-
lo interno [12], los sistemas con retardo temporal
[13],el control tipo PID [14], el control con no li-
nealidades esta´ticas [15], o la robo´tica mo´vil [16].
Algunos de los principales retos dentro de este
a´mbito consisten en la extensio´n de las herramien-
tas interactivas a otros a´mbitos de la teor´ıa de
control y la adaptacio´n de las herramientas para
su ejecucio´n en plataformas mo´viles. En este tra-
bajo no se ha abordado directamente el segundo
reto. Como herramienta de desarrollo se ha utiliza-
do Sysquake [17]. Esta herramienta esta´ evolucio-
nando mucho y adema´s de soportar un desarrollo
multiplataforma se preve´ que en el futuro permita
ejecucio´n en dispositivos mo´viles.
Este trabajo presenta un conjunto de aplicacio-
nes interactivas para el estudio de los sistemas de
tiempo discreto. Las aplicaciones interactivas ser-
vira´n de complemento a un texto actualmente en
desarrollo [18]. Un precedente de este tipo de tra-
bajo es [21]. Muchas de las aplicaciones que com-
ponen el proyecto han sido ya utilizado en la asig-
natura Control por Computador de la titulacio´n
de ingenier´ıa industrial (plan 94) de la Escuela
Te´cnica Superior de Ingenier´ıa Industrial de Bar-
celona (ETSEIB). En este trabajo se presentan un
conjunto de nuevas herramientas ligadas al estu-
dio de la respuesta frecuencial de los sistemas de
tiempo discreto.
La respuesta frecuencial es uno de los principales
conceptos de la teor´ıa cla´sica de control, a dife-
rencia de lo que pasa en los sistemas de tiempo
continuo[7] la respuesta frecuencial de los siste-
mas de tiempo discreto no presenta una estructu-
ra clara y fa´cil de caracterizar a partir de los polos
y ceros. Este trabajo pretende contribuir al mejor
entendimiento de la misma usando los desarrollos
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Figura 1: Concepte frequencial TD : Vista de la aplicacio´n completa.
disponibles en la literatura [19]. Aunque en mu-
chas ocasiones esta´ ligada el trabajo se centra en
los sistemas de tiempo discreto y no aborda la res-
puesta frecuencial de los sistemas muestreados[20].
Este trabajo esta´ organizado de la forma siguien-
te. La seccio´n 2 revisa el concepto de respuesta
frecuencial para los sistema de tiempo discreto y
presenta la estructura de la misma, la seccio´n 3
analiza en detalle la respuesta frecuencial de los
sistemas de primer orden y presenta la herramien-
ta desarrollada, la seccio´n 4 analiza en detalle la
respuesta frecuencial de los sistemas de segundo
orden y presenta la herramienta desarrollada y fi-
nalmente la seccio´n 5 describe los objetivos alcan-
zados hasta el momento y los trabajos pendientes.
2. RESPUESTA FRECUENCIAL
DE LOS SISTEMAS DE
TIEMPO DISCRETO
G(z)
A · sin (θ · k)
A · ejθ·k
A · |G(ejθ)| · sin (θ · k + ∠G(ejθ)
A · G(ejθ) · ejθ·k
Figura 2: Respuesta temporal de los sistemas li-
neales estables en re´gimen permanente.
Dado un sistema lineal de tiempo discreto estable,
Figura 3: Concepte frequencial TD : Visualizacio´n
de la repuesta temporal como impulsos.
Σ, es bien conocido que si en su entrada se coloca
una sen˜al de la forma:
uk = sin(θ k)
la salida, en re´gimen permanente, es de la forma
yk = M · sin (k θ + ϕ) .
Donde,
M ej ϕ = G
(
ej θ
)
.
siendo G(z) la funcio´n de transferencia del sistema
Σ. θ recibe en nombre de pulsacio´n normalizada y
presenta unidades de radianes. En el caso de sis-
temas muestreados θ = ωT donde ω corresponde
a la pulsacio´n real y T corresponde al per´ıodo de
muestreo.
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Figura 5: Transformacio Bilineal zw: Vista de la aplicacio´n utilizada para ilustrar el efecto de la transfor-
mada Bilineal.
Figura 4: Concepte TD sinus view : Visualizacio´n
de la repuesta temporal como impulsos con envol-
vente continua.
Esta relacio´n suele recibir el nombre de respuesta
frecuencial de los sistemas lineales. La caracteri-
zacio´n de la respuesta frecuencial en las diferentes
frecuencias se visualiza gra´ficamente mediante di-
ferentes diagramas. Siendo las principales el dia-
grama de Bode que muestra la magnitud y fase
de G
(
ej θ
)
en funcio´n de la pulsacio´n, el diagrama
polar (o diagrama de Nyquist) que corresponde
a representar la parte real contra la parte imagi-
naria y el diagrama de Nichols que corresponde a
representar la magnitud contra la fase. Cabe notar
que en los dos u´ltimos no aparece expl´ıcitamente
la frecuencia. La Figura 1 muestra un volcado de
pantalla de una aplicacio´n totalmente interactiva
especialmente disen˜ada para ilustrar el concepto
de la respuesta frecuencial. Esta visualiza la res-
puesta temporal y las diferentes representaciones
de la respuesta frecuencial.
Una de las dificultades de interpretacio´n de la res-
puesta frecuencial de tiempo discreto corresponde
al hecho que la sen˜al de entrada y salida esta´ u´ni-
camente definida en instantes de tiempo concretos.
La Figura 3 muestra la entrada y salida de un sis-
tema, como se puede observar resulta complicado
visualizar la forma sinusoidal (sobretodo cuando
la frecuencia es elevada y por tanto el nu´mero de
muestras reducido). La Figura 4 muestra esta mis-
ma sen˜al visualizando su envolvente. Esta segunda
visualizacio´n es ma´s fa´cil de interpretar pero pue-
de crear confusio´n entre los estudiantes.
Algunas particularidades de la respuesta frecuen-
cial de tiempo discreto son :
La respuesta frecuencial es perio´dica: es decir
G(ejθ) = G(ej(θ+2pi)).
La respuesta frecuencial es sime´trica: es decir
G(ejθ) = G(ej(θ−pi)).
La respuesta frecuencial se suele pintar en el
rango θ = [0, pi]. Cualquier otro valor es ex-
presable en funcio´n de este rango.
La respuesta frecuencial empieza y finaliza
sobre el eje real. G(1) = G(ej0) ∈ R y
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G(−1) = G(ejpi) ∈ R.
La respuesta frecuencial de tiempo discreto no pre-
senta una estructura asinto´tica. Esta particulari-
dad hace que sea dif´ıcil desarrollar una intuicio´n
sobre la forma de la respuesta frecuencial a partir
de los componentes de la funcio´n de transferencia
como se hace en los sistemas de tiempo continuo.
La respuesta frecuencial tiene intere´s en si misma
pues caracteriza el comportamiento de los siste-
mas, pero presenta adema´s el valor an˜adido de ca-
racterizar la estabilidad de lazo cerrado a trave´s
del criterio de Nyquist [22, 23] (y el simplificado
de Bode [22, 23]). Por todo ello resulta de especial
intere´s introducir este concepto a los estudiantes
y que estos desarrollen intuicio´n sobre ella.
En muchas ocasiones, y con el objetivo de simpli-
ficar la estructura o aplicar me´todos de disen˜o de
tiempo continuo en el campo frecuencial se sue-
le utilizar la transformada Bilineal (o transforma-
da de Tustin). Esta transforma la respuesta fre-
cuencial de tiempo discreto en otra que presenta
caracter´ısticas similares a las de la respuesta fre-
cuencial de tiempo continuo, estructura asinto´tica
entre otras. La Figura 2 muestra una aplicacio´n
totalmente interactiva disen˜ada para visualizar el
efecto de la transformada bilineal sobre la respues-
ta frecuencial de los sistemas de tiempo discreto.
Aunque es posible realizar disen˜o de controlado-
res de tiempo discreto directamente en el campo
frecuencial [24, 25, 26, 27], la complejidad de la
respuesta frecuencial y la falta de intuicio´n cons-
tituyen un cierto freno.
Una funcio´n de transferencia,G(z), puede descom-
ponerse de la forma:
G(z) =
N(z)
D(z)
=
k
∏
n (z − zn)
∏
x
(
z − rxejθx
)∏
l (z − pl)
∏
m (z − rmejθm)
.
Esta decomposicio´n puede usarse para calcular la
ganancia de la respuesta frecuencial:
20 log10
(∣∣G (ejω)∣∣) = 20 log10 (|k|)
+
∑
n
20 log10
(∣∣ejω − zn∣∣)
+
∑
x
20 log10
(∣∣ejω − rxejθx ∣∣)
−
∑
l
20 log10
(∣∣ejω − zl∣∣)
−
∑
m
20 log10
(∣∣ejω − rmejθm∣∣)
De forma similar la fase puede escribir se la forma:
∠
(
G
(
ejω
))
= ∠k
+
∑
n
∠
(
ejω − zn
)
+
∑
x
∠
(
ejω − rxejθx
)
−
∑
l
∠
(
ejω − zl
)−∑
m
∠
(
ejω − rmejθm
)
Como puede comprobarse la respuesta frecuencial
puede caracterizarse a partir del conocimiento de
las respuestas frecuenciales de sistemas de primer
y segundo orden. Por dicho motivo el conocimien-
to de la respuesta frecuencial de los sistemas de
primer y segundo orden es de particular intere´s
y puede aportar intuicio´n en la interpretacio´n de
la respuesta frecuencial de los sistemas gene´ricos.
En las siguientes secciones se analiza como es la
respuesta frecuencial de estos sistemas siguiendo
los desarrollos descritos en [19] y se presentan las
aplicaciones interactivas desarrolladas para facili-
tar su estudio.
3. RESPUESTA FRECUENCIAL
DE LOS SISTEMAS DE
PRIMER ORDEN
3.1. ANALISIS
Como base para el estudio de la respuesta frecuen-
cial de los sistemas de primer orden se toma la
ecuacio´n:
r(z, a) =
z − a
1− a , a ∈ R− 1. (1)
Esta corresponder´ıa a una funcio´n de transferencia
con un cero en z = a y una ganancia en continua
normalizada a 1. A partir de las caracter´ısticas
de r(ejθ, a) puede fa´cilmente caracterizarse la res-
puesta frecuencial de un sistema de primer orden
con un polo en z = a y ganancia en continua uni-
taria ( 1r(z,a) ).
La respuesta frecuencial de (1) queda definida por:
r(ejθ) =
cos(θ)− a
1− a + j
sin(θ)
1− a .
El mo´dulo de esta funcio´n es una funcio´n mono´to-
na que presenta sus valores extremos en :
|r(1)| = 1, |r(−1)| = (1 + a)
1− a
en funcio´n del valor de a el mı´nimo o el ma´ximo se
produce en la u´ltima frecuencia. En concreto, para
valores de a positivos, la funcio´n describe un perfil
paso alto mientras que para valores a negativos la
funcio´n describe un perfil paso bajo.
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Figura 6: res freq TD 1r ordre: Aplicacio´n para analizar la respuesta frecuencial de los sistemas de primer
orden.
La fase de la funcio´n es de la forma:
∠r(ejθ) = tg−1
(
sin(θ)
cos(θ)− a
)
.
Cuando a esta´ dentro del c´ırculo unidad la fase
es mono´tona creciente, empieza en 0 rad y acaba
en pi rad. Cuando a esta´ fuera del c´ırculo unidad
presenta un punto singular en: θ = acos( 1a ) en el
que toma el valor de tg−1
(
− sgn(a)√
a2−1
)
.
3.2. LA HERRAMIENTA
La Figura 6 muestra la aplicacio´n que se ha desa-
rrollado para ilustrar la respuesta frecuencial de
los sistemas de primer orden, en la parte izquier-
da se muestra las caracter´ısticas del sistema y se
incorpora un editor de polos/ceros que permite
cambiar interactivamente su valor. Esta parte in-
corpora adema´s algunos selectores que permiten
modificar las caracter´ısticas de la aplicacio´n, acti-
var un visualizador del valor ma´ximo/mı´nimo de
la ganancia o fase, activar la visualizacio´n de di-
ferentes sistemas simulta´neamente, y finalmente
decidir si se trabaja en modo polo o modo cero.
En la parte derecha se muestran los diagramas que
ilustran la respuesta frecuencial, Bode, Nyquist y
Nichols. Sobre estos diagramas se muestran los in-
dicadores de valores mı´nimo y ma´ximo tanto en
ganancia como en fase. Estos pueden moverse in-
teractivamente, a partir de ellos se actualizan au-
toma´ticamente los polos/ceros que las generan.
Finalmente la aplicacio´n incorpora un menu´ que
permite cambiar el idioma de la aplicacio´n, cargar
algunos ejemplos predisen˜ados adema´s de reconfi-
gurar la vista de la aplicacio´n.
4. RESPUESTA FRECUENCIAL
DE LOS SISTEMAS DE
SEGUNDO ORDEN
4.1. ANALISIS
Como base para el estudio de la respuesta frecuen-
cial de los sistemas de primer orden se toma la
ecuacio´n:
c(z, δ, ρ) =
z2 − 2 · ρ cos(δ) · z + ρ2
1 + ρ2 − 2 · ρ · cos(δ) . (2)
Esta corresponder´ıa a una funcio´n de transferen-
cia con un cero en z = ρejδ y una ganancia en
continua normalizada a 1.
La ganancia de (2),
∣∣c (ejθ, δ, ρ)∣∣, presenta una for-
ma que depende de la regio´n del plano z en que
se halle el cero. Estas regiones esta´n indicadas en
la Figura 7. Si el cero se halla en las regiones G1,
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Figura 7: res freq TD 2n ordre: Aplicacio´n para analizar la respuesta frecuencial de los sistemas de segundo
orden.
G4, G3 o G6 la evolucio´n es mono´tona, en el caso
de G1 o G4 se trata de una monoton´ıa creciente
(paso alto) mientras que en G3 o G6 se trata de
una monoton´ıa decreciente (paso bajo). En el caso
que el cero pertenezca a G2 o G5 la curva presen-
ta un punto singular en θ = arc cos
(
cos(δ)(ρ2+1)
2ρ
)
y la ganancia en dicha frecuencia toma el valor√
(ρ2−1)2(sin(δ))2
(2 ρ cos(δ)−ρ2−1)2 , que es siempre menor que la
unidad; en estos casos la respuesta puede ser paso
alto o paso bajo (si el cero esta´ en el semiplano
derecho es paso alto mientras que es paso bajo si
esta´ en el semiplano izquierdo).
La fase de (2), ∠c
(
ejθ, δ, ρ
)
, presenta una forma
que depende de la regio´n del plano z en que se
halle el cero. Estas regiones esta´n indicadas en la
Figura 8. En la regio´n P7 presenta una evolucio´n
mono´tona creciente, empezando en 0 rad y finali-
zando en 2pi rad. En el resto de regiones la fase
presenta uno o dos puntos singulares.
Dado que la regiones de fase y las regiones de ga-
nancia son diferentes puede comprobarse que el
tipo de comportamientos cualitativos que pueden
obtenerse es bastante numeroso.
4.2. LA HERRAMIENTA
La Figura 7 muestra la aplicacio´n que se ha desa-
rrollado para ilustrar la respuesta frecuencial, en la
parte izquierda se muestra las caracter´ısticas del
sistema y se incorpora un editor de polos/ceros
que permite cambiar interactivamente su valor.
Esta parte incorpora adema´s algunos selectores
que permiten modificar las caracter´ısticas de la
aplicacio´n, activar un visualizador del valor ma´xi-
mo/mı´nimo de la ganancia o fase, activar la visua-
lizacio´n de diferentes sistemas simulta´neamente, y
finalmente decidir si se trabaja en modo polo o
modo cero. En el caso de trabajar en modo ganan-
cia se activa sobre el diagrama de polos y ceros el
dibujo de las regiones de ganancia mientras que
si se trabaja en fase se activa el diagrama de las
regiones de fase. Ambos tipos de regiones pueden
estar activas simulta´neamente.
En la parte derecha se muestran los diagramas que
ilustran la respuesta frecuencial, Bode, Nyquist y
Nichols. Sobre estos diagramas se muestran los in-
dicadores de valores mı´nimo y ma´ximo tanto en
ganancia como en fase. Estos pueden moverse in-
teractivamente, a partir de ellos se actualizan au-
toma´ticamente los polos/ceros que las generan.
Finalmente la aplicacio´n incorpora un menu´ que
permite cambiar el idioma de la aplicacio´n, cargar
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Figura 8: res freq TD 2n ordre: Regiones de estruc-
turacio´n de la fase de la respuesta frecuencial.
algunos ejemplos predisen˜ados adema´s de reconfi-
gurar la vista de la aplicacio´n.
5. CONCLUSIONES
La respuesta frecuencial es uno de los principales
conceptos utilizados en la teor´ıa cla´sica de control,
ya sea para la caracterizacio´n del comportamien-
to de un sistema o para la caracterizacio´n de la
estabilidad de lazo cerrado. Como se ha podido
observar la respuesta frecuencial de los sistemas
de tiempo discreto es bastante ma´s compleja que
la que presentan los sistemas de tiempo continuo,
adema´s resulta complicado definir conceptos como
la frecuencia de corte que son tal u´tiles y utiliza-
dos en tiempo continuo. En este trabajo se han
presentado un conjunto de herramientas interac-
tivas disen˜adas para dar soporte al estudio de la
respuesta frecuencial. Estas aplicaciones son total-
mente gra´ficas e interactivas y forman parte de un
proyecto ma´s amplio que pretende vertebrar un
curso de Control por computador basado en apli-
caciones interactivas.
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